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A IMPORTANCIA DOS MODELOS
TEORICOS E TECNICAS NUMERICAS NA
CONSTRUGAO DE UM ELO COM A PRATICA
DA ENGENHARIA ESTRUTURAL

THE IMPORTANCE OF THEORETICAL MODELS
AND NUMERICAL TECHNIQUES IN THE
CONSTRUCTION OF A LINK WITH THE

PRACTICE OF STRUCTURAL ENGINEERING

Resumo: O avango continuo na drea computacional gera diversas ferramen-
tas facilitadoras na pratica da engenharia, com implementa¢io de softwares e
consequente praticidade nos dimensionamentos e anélises estruturais. Porém,
¢ imprescindivel que os profissionais correlatos a tais tarefas possuam uma
base conceitual acerca da fisica-matematica associada tal como embasamento
sobre métodos computacionais, para entdo, serem capazes de distinguir e in-
terpretar os dados obtidos de forma assertiva. Desta forma, o presente artigo
tem por finalidade ressaltar a interdependéncia entre o dominio dos modelos
tedricos e a correta aplicagdo das técnicas numeéricas na pratica da engenharia
estrutural. A sequéncia metodoldgica deste trabalho baseia-se na interpreta-
¢d0 da relevancia dos modelos estruturais classicos na engenharia estrutural,
através da avaliacdo de desempenho do método de diferencas finitas na solu-
¢do aproximada dos mesmos. Tal quantificacdo de performance é executada
via comparagdes com as devidas solu¢des analiticas disponiveis na literatura,
seguida de analises e discussdes que permitem a extrapolagdo dos resultados
para uma 6tica de dimensionamento estrutural. Em sintese, os experimentos
numéricos exibiram excelente aderéncia em relacio as solugdes dos modelos
diferenciais para lajes, vigas e pilares, no que tange ao comportamento do erro
médio, consolidando a robustez da técnica numérica utilizada frente as apli-
cagdes de interesse. Por fim, constatado o desempenho satisfatério do método
é possivel quantificar de forma precisa os valores criticos requeridos em pro-
jetos estruturais.

Palavras-chave: Modelos teéricos; Diferengas finitas; Engenharia estrutural.

Abstract: The continuous advancement in the computational area generates se-
veral facilitating tools in the engineering practice with software implementation
and consequent practicality in the structural design and analysis. However, it
is indispensable that practitioners related to such tasks have a conceptual basis
on associated mathematical physics such as basing on computational methods,
and then be able to distinguish and interpret the data obtained assertively. In
this way, this article aims to highlight the interdependence between the domain
of theoretical models and the correct application of numerical techniques in the
practice of structural engineering. The methodological sequence of this work is
based on the interpretation of the relevance of the classic structural models in the



Natan Sian das Neves, Rovena Meirelles de Souza,
Vitor Pancieri Pinheiro

ISSN 2238-5630
Brasilia-DF, v. 7, n. 1, janeiro-junho de 2018

structural engineering through the evaluation of the performan-
ce of the finite difference method in the approximate solution
of them. Such performance quantification is performed through
comparisons with the appropriate analytical solutions available
in the literature, followed by analyzes and discussions that allow
the extrapolation of the results to a structural dimensioning op-
tics. In summary, the numerical experiments showed excellent
adhesion to the solutions of the differential models for slabs, be-
ams and pillars, in relation to the average error behavior, conso-
lidating the strength of the numerical technique used in front of
the applications of interest. Finally, the satisfactory performance
of the method can be quantified accurately the critical values
required in structural projects.

Keywords: Theoretical models; Finite differences; Structural
engineering.

INTRODUCAO

Os fendmenos fisicos representativos nas mais diversas
vertentes da ciéncia envolvem uma gama de complexidades,
que por sua vez demandam grande volume de pesquisa e de-
senvolvimento. A fim de buscar uma compreensio de tais fe-
noémenos, deve haver uma concatenacio entre a formulagdo
matemdtica e a interpretagio fisica das variaveis correlatas, de
forma a gerar um modelo matematico que se adeque ao pro-
blema de interesse.

Nesta linha, a aderéncia assertiva entre a matematica e a fi-
sica, é capaz de estruturar modelos eficazes de engenharia, que
por sua vez podem ser solucionados de com diversas aborda-

gens, tais como, solu¢des analiticas, experimentais, estatisticas

ou com uso de técnicas numéricas computacionais, todavia,
cada modo exibindo suas vantagens e desvantagens.

Uma das raizes da ciéncia é o pilar teérico, que através de
ferramentas matematicas descrevem fenomenos fisicos, crian-
do assim, modelos teéricos diferenciais. Tal linha de estudo
requer um alto nivel de conhecimento de fisica-matematica,
devido a exigéncia de tratamentos matemdticos robustos e
complexos, no que tange, tanto a formagéo tedrica do modelo
como na determinagdo das solu¢des analiticas das equagdes
diferenciais estudadas (KREYSZIG, 2000). Desta forma, a
obtencdo das solucdes exatas ndo é uma tarefa trivial e nem
sempre de determinagdo possivel. Em contrapartida, existem
formas alternativas para tratar tais equagdes, tal como o uso de
técnicas numeéricas (CLOVIS, 2013).

Os métodos numéricos computacionais tém aplicabilidade
imediata em multiplas areas da engenharia, o que proporciona
dinamizagio e praticidade na solugiao de problemas, que mui-
tas das vezes sdo complexos e cuja experimentagdo seria invi-
avel numa otica de custo ou até mesmo nio possivel. A drea
de engenharia estrutural, por exemplo, demanda dimensiona-
mentos de pegas e elementos de construgéo civil via processo
de célculo extenso e cansativo. Neste contexto, as ferramentas
computacionais proporcionam uma melhor configuragio de
custo-beneficio, rapidez e otimiza¢io em projetos. Logo, esses
recursos tornam-se uma ferramenta imprescindivel na prética
da engenharia civil (CARVALHO; FILHO, 2004).

MODELOS TEORICOS DIFERENCIAIS

Os modelos matemiticos sdo fundamentais na engenharia,

tanto na compreensio da descrigdo dos fendmenos fisicos como

Figura 1: Relacdo entre a estrutura real e o modelo de engenharia

Fonte: Acervo pessoal (2017)
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ferramenta de indugéo conceitual do problema, isto é, revelam as
propriedades e caracteristicas fisicas relevantes para tal fendmeno.

A engenharia civil de maneira geral consiste em um campo
de pesquisa com alta frequéncia de problemas tedricos e prati-
cos traduzidos por modelos matematicos diferenciais, do qual
dentre suas dreas, destaca-se a vertente estrutural que engloba
desde mecénica dos solos a calculos de estruturais de edifica-
¢Oes, com os mais diversos graus de complexidade e realismo.

De fato, a andlise de elementos estruturais reais na prética
da engenharia constitui tarefa complexa e nem sempre pos-
sivel de ser realizada, levando em conta todas as variaveis de
influéncia. Por este fato, a engenharia procura simplificar as
andlises a fim de obter modelos matematicos devidamente
simplificados que fornecam resultados satisfatorios e suficien-
tes para uma aplicagdo segura (CARVALHO; FILHO, 2004).

A Figura 1 apresenta este processo de divisdo da estrutura
em elementos isolados, onde ocorre a transi¢io do modelo real
para os modelos reticulares, o que permite uma andlise precisa
da influéncia de cada elemento no contexto da estrutura.

A metodologia a seguir apresenta e discute as equagdes di-
ferenciais governantes de cada elemento estrutural mostrado
na Figura 1. E importante ressaltar que, em uma 6tica prética,
uma estrutura contém diversos outros componentes e exibe
uma gama de caracteristicas aqui ndo consideradas, todavia,
esta é uma analise restrita aos modelos tedricos das pegas fun-
damentais em qualquer estrutura, evidenciando o caréter con-
ceitual do vigente estudo.

No decorrer do processo de modelagem matematica de um
problema fisico é importante adequar o modelo matematico a
aplica¢do estudada. Em diversas situagdes de engenharia algu-
mas variaveis contidas no fenémeno possuem ordem de gran-
deza desprezivel quando comparado com outra variavel, fato
este que induz a possiveis simplificagdes e restrigoes ao proble-
ma de interesse. Portanto, é fundamental ter discernimento para
ajustar o modelo tedrico ao problema alvo (KREYSZIG, 2000).

Neste fluxo, inicia-se a andlise pelo comportamento da laje
do sistema estrutural, onde nota-se que tal peca tem natureza
geométrica tridimensional, o que demanda uma analise mais
complexa e refinada. Porém, a maioria das aplicagdes praticas
da engenharia podem ser modeladas pela teoria das placas del-
gadas ou de Kirchhoff (SZILARD, 2004). Tal teoria apresenta
a deflexdo da placa em termos de uma equagéo diferencial de
quarta ordem, representada pela equagio:

28

revistaeixo.ifb.edu.br
a

Onde é 0 modulo de elasticidade, a espessura da placa, é co-
nhecido como coeficiente de Poisson, é o carregamento na su-
perficie e ainda é dito como a rigidez a flexdo da placa. Este
modelo diferencial para placa possui algumas restri¢oes e
hipéteses simplificadoras conforme a teoria classica elastica,
relativas a materiais e comportamento mecanicos da estrutura,
conforme apresentado em Timoshenko & Woinowsky (1959).

Caso o modelo de deformagdo de placas proposto por
Kirchhoff nédo seja suficiente para a aplicagdo, pode-se utili-
zar uma teoria mais robusta, formulada por Reissner-Mindlin,
onde se admite a influéncia das deformagdes transversais por
cisalhamento, vide em Carvalho (2017) e Mindlin (1951).

O tratamento dos modelos comportamentais para vigas e
pilares, possuem fundamentos tedricos semelhantes aos con-
ceitos para placa delgada, porém em uma 6tica unidimensio-
nal. Desta maneira, a teoria que rege esses elementos é a teoria
de Euler-Bernoulli (HIBBELER, 2006). Para o caso estaciona-
rio, o modelo de deformacéo da viga é dado pela equagéo:

d*w 1
a Er?

Onde é o momento de inércia, e sdo respectivamente a fle-

(x)

cha e o carregamento transversal a viga. Deste modo, este mo-
delo fornece resultados satisfatérios em diversas situacoes de
engenharia, porém, quando se considera uma viga com vao
curto, tal teoria ndo possui um bom desempenho devido ao
efeito da forca cisalhante néo ser desprezivel. Neste cenério, uti-
lizam-se modelos mais aprimorados, como, modelos de Vlasov
ou Timoshenko (CARRER et al., 2013; TIMOSHENKO, 1964).
Por fim, o pilar é um elemento que sofre agdo de uma forga
de compressao no sentido vertical do plano cartesiano, geran-
do assim um momento . Deste modo, pode-se apresentar o
modelo diferencial de pilar pela equagio .
d'y Pd'y
_—
de*  EI dx

Onde é a deformagdo do pilar ap6s a flambagem e é a carga

-

atuante no pilar. Perceba que o modelo de Euler-Bernoulli des-
creve a deflexdo de viga e a flambagem de colunas, o que indica
que varios fendmenos distintos podem ter o mesmo modelo
diferencial, elucidando o poder unificador da fisica-matemati-
ca (HIBBELER, 2006; KREYSZIG, 2000).

A priori, os modelos matematicos apresentados para laje,
viga e pilar sdo equagdes basicas e fundamentais para indu-
zir uma nog¢do do comportamento individual de cada peca
separadamente dentro de um sistema estrutural. Por esta ra-
z80, os modelos matemdticos fornecem um mapeamento de
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Figura 2: Comportamento deformacional da estrutura

Fonte: Acervo pessoal (2017)

como uma estrutura ira se deformar, desse modo, ilustra-se na
Figura 2 a forma deformada da estrutura proposta na Figura 1.

A Figura 2 permite uma exposi¢do didatica do comporta-
mento dos elementos estruturais, evidenciando um elo entre
os modelos matematicos e a deformacéo das pecas, no entanto,
¢ importante salientar que em dimensionamentos estruturais
néo é desejavel que o pilar sofra flambagem, com possivel ge-
racio de danos estruturais.

FORMULACAO NUMERICA

Os métodos numéricos computacionais sdo ferramentas
de enorme importancia tanto na prética da engenharia como
em uma Otica de pesquisa e ensino. O método pioneiro neste
processo de solugdo numérica de modelos diferenciais é deno-
tado por método das diferencas finitas.

Com a evolugdo computacional e matematica surgiram
novos métodos, como volumes e elementos finitos. O méto-
do mais recente que vem mostrando um bom desempenho
em diversos problemas é o método de elementos de contorno
(BREBBIA, 2016; NETO; MANSUR; BARCELOS, 2015).

METODOLOGICA DE SOLUCAO

A aplicagdo dos métodos numeéricos na solugdo de equa-
¢Oes governantes diferenciais de fendmenos fisicos segue
uma Otica sistémica, onde é possivel notar uma ligagdo entre
inimeros conhecimentos, como de modelagem e técnicas
matematicas, implementa¢ido de algoritmos computacionais,
formas otimizadas de processamento e solugdo, entre outras
(GILAT; SUBRAMANIAM, 2009).

Pensando nisto, pode-se dividir a aplicagdo de um método
numeérico em trés estagios: formulagdo matematica e escolha
do método, solucido do sistema linear e andlises e interpretacio
de resultados. Para ilustrar esta ideia, o fluxograma apresen-
tado na Figura 3 evidencia as principais etapas de aplicagdo
do MDE E importante destacar que tais etapas e conceitos se
mantém em outros métodos numéricos, sendo que, cada mé-

todo tera sua natureza e formulagio distinta.

Figura 3 - Etapas e processos de aplicacio do MDF

-, Estagio -

Equacio de
Fendmena Modelo | Discretizagho I;f:argm;as
L feonco Finitas
2.:-
T Estagio
: Solugdoda| Sistema
E5rég|ﬂi_ Mﬁ"iz F\lgEhflm i s

Resultados e

Interpretacdes

Fonte: Acervo pessoal (2017)

O primeiro estagio é destinado a todo processo de formu-
lagdo e escolha apropriada do método ao problema estudado,
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assim, para iniciar o processo de aplicagdo numérica é neces-
sario conhecer e compreender o modelo teérico diferencial,
pois isto é crucial para realizar o entendimento correto dos re-
sultados. Somente a partir disto, é realizada a aproximagio da
equagdo diferencial por expressdes discretas, ou seja, 0 MDF
busca aproximar as derivadas contidas na equagdo de governo
por expressoes algébricas, como apresentado na equagao:

ur—‘ = ! (V. =2y, +¥y.)
dx o (Ax) '

Este processo de transferéncia do dominio continuo para
discreto é denotado como discretizagdo. A partir disto, ob-
tém-se a equagdo de diferencas finitas (EDF), que representa
a equagao de governo na forma discreta. Neste estagio, é onde
muitos pesquisadores da drea numérica buscam aprimorar e
determinar novas técnicas para a formulagdo matematica do
método numérico, deixando-o mais eficiente e robusto.

O segundo estagio, por sua vez, aplica-se a EDF em
cada ponto contido no dominio discreto, gerando assim um
sistema algébrico matricial. A solugdo deste sistema pode
ser feita com métodos diretos ou iterativos, como método de
Gauss ou decomposicdo LU e Gauss-Seidel ou SOR. Esse es-
tagio esta ligado diretamente com o processo de otimizagao
e desempenho computacional na resolu¢io do sistema linear,
acentuando ainda que, para problemas que possuem matrizes
de alta ordem, a implementacio de técnicas de otimizagio nu-
mérica sdo imprescindiveis (FORTUNA, 2000).

Por fim, o terceiro estdgio ¢ o momento em que ocorre
todo o processo de tratamento de resultados, isto é, uma anali-
se de valida¢do dos dados obtidos em comparag¢do com valores
de referéncia, como, solugdes analiticas, valores experimentais
ou até mesmo simulagdes numéricas ja validadas.

Nesta linha, todo o processo de validagio e interpretagdo
dos resultados é de competéncia de um profissional tecnica-
mente capacitado, a fim de distinguir e analisar os valores ob-
tidos na simulagdo, para entdo, poder expor o fendmeno de
forma correta ou até mesmo gerar um melhor custo para a
aplicagio estudada (CLOVIS, 2013).

TRATAMENTO NUMERICO DOS MODELOS

Os modelos matematicos estruturais para placa, viga e pi-
lar sdo ferramentas que auxiliam o entendimento conceitual
do fendmeno e o comportamento de estruturas convencionais

na construgdo civil. Porém, pela demanda dinamica da enge-
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nharia, requisitando solugdes préticas e rapidas, a implemen-
tagdo numérica se torna essencial neste processo.

Hoje a engenharia é contemplada por diversos softwares
que aceleram os dimensionamentos e analises, entretanto, é
importante entender e possuir o conhecimento minimo so-
bre os métodos e rotinas de célculo. Neste contexto, o método
das diferencas finitas se torna uma ferramenta robusta para
introduzir os conceitos basicos sobre métodos numéricos, de-
vido ao trago indutivo e didatico do mesmo (CUMINATO;
MENEGUETTE, 2013).

Placa Delgada de Kirchhoff

O tratamento numérico de placas governadas pela teoria
de Kirchhoff utilizando a técnica de diferencas finitas baseia-
se na aproximacéo de um operador diferencial de quarta or-
dem. Por se tratar de um problema bidimensional as derivadas
contidas na equagdo diferencial sdo parciais.

&'w |

o’ (Ax)"

I

(w,,, —4w,,  +6w —4w_ +w_, )

A equagio aproxima uma derivada parcial na dire¢io com
esquema central de pontos, onde o espagcamento entre pontos
da malha nesta dire¢do é contabilizado no termo. De forma
analoga, na dire¢do a aproximacio da derivada parcial é dada

pela expressao:

atw 1

e =

¥, @)

(w, . —dw  +6w  —dw 4w )

Em que, o espacamento nesta dire¢do é. Para simplificar os
processos, consideram-se os espacamentos iguais nas dire¢des
cartesianas. O operador de quarta ordem contempla ainda
uma derivada parcial cruzada de quarta ordem em e, que é
aproximada pela expressao algébrica:

-~
dw 1 r
—_— t—[-‘-h-.' =2w,, W AW AW )+
P 44 X, 141,y i=1.4 il i =l
ax‘ay| A

FIW,, g TW W +W,_, )

Conhecidas as aproximacdes necessdrias para realizar o
processo de discretizagdo da equagdo da placa delgada, apli-
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cam-se as expressdes aproximadas, e na equagdo, obtém-se

assim, a equagdo de diferencas finitas para cada ponto nodal.

+ W

o ; R i
AP e { TR T

b
----[Eu“; =Bw W 4w
FU (Y

HW o W W W _.'|-" i,

A equagdo ¢ aplicada nos pontos internos contidos do do-
minio discreto, gerando um sistema linear na forma , onde é a
deflexdo da placa em cada ponto discreto da malha, é a matriz
dos coeficientes e, no contexto da érea estrutural, é denotada
como matriz de rigidez. Para elucidar de forma didatica, ado-
ta-se uma malha com nove pontos internos, como representa-

da pela matriz formada abaixo.

Mg 8 1 -8 2 0 1 0 07w} (.07

9 8 2 8 2 0 1 0fmw 1.0
1 -8 18 0 2 -8 0 0 1]w 1.0
8 2 019 8 1 8 2 0w, 1.0
2 8 2 -8 20 -8 2 8 2w |=Li|10
0 2 8 1 -8 19 2 -8 w Do
I 0 0 8 2 0 18 8 1w 1.0

1 0 2 -8 2 -8 19 8w, 1.0
00 1 0 2 8 1 -8 18w, 1.0

A matriz dada pela expressdo é valida para uma placa to-
talmente apoiada, onde a deflexdo é nula nas bordas, entio, a
solu¢do da matriz fornece os valores da deformagio da placa.
E importante observar o padrio de formagio dos elementos da
matriz para mais pontos, a fim de realizar corretamente as ro-
tinas computacionais e avaliar qual método de solu¢ao melhor
se adequa a tal formagdo para assim obter um menor custo
computacional (SZILARD, 2004).

Viga de Euler-Bernoulli

A deflexdo da viga é um dos casos classicos de aplicacdo
do método das diferengas finitas, sendo um problema didético
para introduzir seus conceitos. Nesta linha, a discretizagdo da
equacdo de governo consiste em aproximar uma derivada total
de quarta ordem.

A expressao algébrica de diferencas finitas que realiza a
aproximacdo se assemelha com a equagdo , restringindo-se ao
caso unidimensional. Logo, a equa¢ido governo na forma de
diferencas finitas é dada pela expresséo:

El
(Ax)*

[w_, —4w_ +6w,—dw, +w,,]=q,

I

Atribuindo uma malha genérica de pontos, o sistema line-
ar na forma matricial possui o seguinte padrdo de formacio,
expresso pela equagéo:

(5 4 1 0 ] w 1]
-4 6 -, - W, :
. g .
Lo e e =1L (Ax)

. El i
o - -, 6 4 W, :
[ 2o T =4 5w, 1]

Este sistema linear fica restrito a casos de vigas simples-
mente apoiadas, onde a deflexdo e o0 momento sdo nulos nas
extremidades. Nota-se que a matriz de rigidez possui um pa-
drao bem definido com diagonais com valores constantes, al-
terando somente os extremos devido a vinculagdo da viga.

E facil de observar que a matriz de rigidez possui uma parce-
la de elementos que sdo nulos, tal comportamento é comum nos
sistemas lineares formados pelo MDF e tais matrizes sdo deno-
tadas por esparsas. Esse tipo de formagdo matricial torna favo-
ravel a implementagio do algoritmo computacional, entretanto,

demandam técnicas especificas de armazenamento e solucéo.
Flambagem de Pilar

A formula¢do numérica de um pilar se assemelha com os
procedimentos de uma viga, o que é natural por se tratar do
mesmo modelo tedrico diferencial. As derivadas contidas na
equacdo diferencial de governo sdo aproximadas pela expres-
sdo e a forma unidimensional da equagao, assim, pode-se es-
crever a equacao de diferencas finitas para o pilar como dado
na equagao:

(voa=dy  +6p =4y, +¥,.,)+ }—il,h-}-' (¥ =2y +y,)=0

Para uma malha genérica, a fim de analisar o padrio de
formag¢do da matriz com as devidas condi¢des de contorno,
observa-se a constru¢do de um sistema com o formato . Este
sistema induz um problema de autovalores, pois a carga é des-
conhecida. Logo, para um caso de um pilar com uma extremi-
dade engastada e outra presa por pino, o sistema matricial é
dada pela expressao.
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Percebe-se que a matriz de rigidez é semelhante ao caso da
viga, alterando somente um coeficiente superior devido ao en-
gastamento no pilar, deste modo, para alterar a vinculagio do
pilar basta configurar a matriz . A solu¢do do problema de au-
tovalores fornece a carga critica de flambagem do pilar e ainda
os autovetores deste problema fornecem os valores do desloca-
mento do pilar caso o tal flambe (IREMONGER, 1980).

RESULTADOS E DISCUSSOES

Os resultados baseiam-se nas solugdes dos modelos dife-
renciais de laje, viga e pilar via o método das diferencas fini-
tas e suas respectivas solu¢des analiticas para fim de validagdo
dos dados obtidos. A metodologia de analise fundamenta-se
em duas Oticas, sendo uma abordagem destinada a andlise de
eficiéncia do método numérico e uma perspectiva voltada a
pratica da engenharia.

As caracteristicas geométricas e propriedades de cada es-
trutura estudada sdo ilustradas na Tabela 1. Considera-se que
a se¢do transversal dos elementos é retangular, a vincula¢éo da
laje e da viga sdo simplesmente apoiadas e o pilar com a extre-
midade engastada e apoiada.

Tabela 1: Propriedades geométricas e materiais.
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0 . . 6 4|y, | v..| |0

| 1 -4 5|y, I 01 -2)ly ) [0

1|['r__|.:| i'll % L.|

demanda de calculo extensa na determinagio de cargas, dimen-
sOes e carateristicas estruturais (CARVALHO; FILHO, 2004).

No processo de aplicagdo dos métodos numéricos é fun-
damental ter uma referéncia para avaliar se 0 método gerou
resultados satisfatorios para o problema estudado. Logo, para
garantir a confiabilidade dos resultados obtidos utilizam-se as
solu¢des analiticas dos modelos matematicos respeitando os
€asos propostos.

O primeiro caso é a deflexdo da placa simplesmente apoiada
submetida a um carregamento distribuido , uma possivel solu-
¢do analitica foi determinada por M. Levy, dada pela equagio
onde e sdo o comprimento e largura da placa respectivamente.

e tanhge_ =2 2a_y e, Iy dix_y
—= = ¢osh - —senh se1
2oosh o I J [¥]

mTX

D - 'ﬁ'. Jr.-' L 2|.'|‘l-u|lul_

A equagdo converge rapidamente com os primeiros ter-
mos da somatdria e para maiores detalhes e aprofundamentos
sobre tal expressio vide Timoshenko & Woinowsky (1959).
Desta forma, é possivel analisar o comportamento do MDF
em tal problema, ja sendo conhecida sua solugio analitica.

Figura 4: Analise do erro médio para placa

Grandezas Placa Viga Pilar Und. 05 -
Comprimento 600 600 400 m 3 Flaca
Largura 600 030 025 m 03 E
Espessura 012 050 0,15 m 2025 §
Coeficiente Poisson 0,20 0,00 0,00 -- o :1
D

Médulo de Elasticidade 32 32 32 GPa 2 ”i\
Fonte: Acervo pessoal (2017) |§ 015 ; ﬁ

A laje e a viga estdo submetidas a um carregamento distribu- 0.1

ido de e, respectivamente. E importante frisar que no dimensio- \ m‘ - *

P P Anene 0,05 TR
namento de pegas estruturais existe uma transferéncia de cargas 500 1.000 1.500 2,000 250C
para cada elemento contido na estrutura, contudo, tais valores Malha Numérica
adotados sdo para fins didaticos no intuito de avaliar o compor- Fonte: Acervo pessoal (2017)
tamento do método numérico, mesmo sabendo, que existe uma

(]
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A Figura 4 expde uma andlise grafica do erro médio em
relagdo a malha numérica, este erro por sua vez, se baseia na
defini¢éo de erro relativo como exposto em Fortuna (2000).
A curva de erro apresentada na Figura 4, mostra uma queda
continua com o refinamento da malha numérica, gerando um
erro menor que 0,1%, mostrando assim, o bom desempenho
do método nesta aplicagio.

Para o caso da deflexdo de viga, o dominio é unidimen-
sional o que torna o problema relativamente mais simples
matematicamente e numericamente, gerando assim, um me-
nor custo computacional. A solu¢éo analitica para uma viga
com extremidades apoiadas e submetida a um carregamento
é apresentada abaixo.

—gx
24FE]

wix)= (x' =2Lx" + L)

A equagdo é usada como solu¢io de referéncia na avaliagdo
de desempenho do MDE A curva de erro médio percentual
mostrado pela Figura 5, apresenta um comportamento decres-
cente de natureza monoténica, evidenciando um comporta-
mento assertivo neste problema com um erro quase préximo
de zero para uma malha de 100 pontos no dominio discreto e
com um custo computacional de execu¢do baixo na ordem de
grandeza de segundos.

Figura 5: Analise do erro médio para viga

¢d0 16 em fungdo de um fator que é fungio dos tipos de articu-
lagao de um pilar. Para o caso proposto tem-se que:

n'El
oy

Nota-se que existe um indice que se remete ao eixo carte-
siano que ¢ feita a analise. Em termos de eficiéncia do método
para este problema, ndo importa qual eixo é analisado, pois o
erro médio serd igual em qualquer caso. Logo, o comportamen-
to grafico do erro médio percentual é mostrado na Figura 6.

Figura 6: Analise do erro médio para pilar

14
1| FXEI PFilar I
124

101

Ero Médio (39

5] 10 15 20 25 30 Ja
Malha Mumérica

Fonte: Acervo pessoal (2017)

Erro Médio (%)

20 40 &0 g 100
Malha Numérica

Fonte: Acervo pessoal (2017)

Para o caso do problema de autovalores na determinagido
da carga critica do pilar, a solu¢do analitica é dada pela equa-

Uma analise da curva de erro para o pilar evidencia um de-
créscimo rapido do erro com o aumento do niimero de pontos
no dominio, mostrando um erro proximo de zero para uma
malha unidimensional de 30 nés. Desta forma, o método das
diferencas finitas apresenta-se novamente como técnica que
fornece bons resultados também para este problema.

Em contrapartida a esta otica de eficiéncia e comporta-
mento do método numérico, existe uma vertente que implica
numa analise pratica para a implementagio e uso das técnicas
numeéricas, com vista em aplica¢des reais. Em projetos e calcu-
los para dimensionamento de pegas estruturais necessita-se,
constantemente, de obterem-se valores maximos de grandezas
a fim de avaliar a melhor configuragido quanto a custo-bene-
ficio. Nesta linha, em aspectos relativos a projetos é impor-

tante conhecer, por exemplo, a maxima deformacio e solici-
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tacdo internas criticas as quais uma estrutura sera submetida
(CARVALHO; FILHO, 2004).

Nesse contexto, os métodos numéricos podem ser muito
uteis na determina¢édo da deformagdo maxima que a laje e a
viga sofrem. Através das equagdes e é possivel determinar o
ponto critico de deformagdo que ocorrera em tais estruturas,
tal ponto ocorre no centro de cada elemento, obtendo-se os
valores analiticos mostrados na Tabela 2.

Tabela 2: Andlise da deformacédo
maxima da placa e da viga

Deflexao Flecha
Malha Maxima da Malha Méaxima da
Placa [mm] Viga [mm]
25 10,8765 5 1,7719
121 10,9555 7 1,7250
289 10,9634 15 1,6944
441 10,9658 25 1,6898
961 10,9670 55 1,6880
2209 10,9678 95 1,6877
Analitico 10,9700 Analitico 1,6875

Fonte: Acervo pessoal (2017)

Percebe-se na Tabela 2 que o valor em ambas as estruturas
se aproximam do valor analitico com o refinamento da malha,
mostrando como o método foi eficiente na determina¢do da
deformagio maxima. E importante ressaltar que este tipo de
andlise numérica foca em estimar somente o valor maximo da
deformagao, nido analisando, portanto, a eficiéncia do método
das diferencas finitas na malha total, mas tdo somente no ponto
central onde ocorre a deformagdo maxima. Em outras palavras,
as analises e resultados extraidos do problema, irdo depender
criteriosamente da aplicacéo e destino que o profissional visa
oferecer para o problema estudado (FORTUNA, 2000).

Por fim, quando se determina a carga critica de flambagem
de um pilar ¢ utilizado o menor momento de inércia, pois é nes-
te eixo que ocorre a tendéncia da flambagem da pega. No caso
da segdo retangular do pilar tem-se que , desta forma, é esperado
que a peca flambasse em torno do eixo (HIBBELER, 2006).
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Tabela 3: Cargas criticas do pilar

Malha (Pcr)x [kN] (Pcr)y [kN]
5 6940,31 2498,51
10 7691,96 2769,10
15 7805,71 2810,06
20 7842,62 2823,34
25 7859,04 2829,25
30 7867,74 2832,39
Analitico 7867,99 2832,48

Fonte: Acervo pessoal (2017)

A Tabela 3 mostra os valores analiticos e numéricos das
cargas criticas em relagdo a cada eixo cartesiano e com o re-
finamento da malha nota-se que os valores se aproximam da
solugdo de referéncia. E possivel perceber ainda que a carga
critica em é menor que em, o que ja era o esperado.

Na pratica quando se dimensiona uma viga ou laje é natu-
ral e esperado haver uma certa deformagéo devido, por exem-
plo, ao peso préprio, cargas externas e agdes excepcionais as
quais estruturas sdo submetidas. No entanto, para o dimensio-
namento dos pilares ndo deve ocorrer o fendmeno de flamba-
gem pois caso ocorra a estrutura entra em um estado de risco e
perda de resisténcia. Por isso, é indesejavel na engenharia que
a carga critica de um pilar seja ultrapassada.

CONSIDERAGOES FINAIS

A aplicagao da experimenta¢do numeérica via método das
diferencas finitas, nos modelos diferenciais cléssicos de pla-
cas, vigas e pilares, apresentou um excelente desempenho, com
um baixo custo computacional associado e geragdo de resulta-
dos com erros diminutos no que tange a ordem de grandeza.
Desta forma, fica consolidado que o método de aproximagdes
por diferencas finitas apresenta-se como uma técnica robusta
e versatil na resolugdo de problemas na seara da engenharia
estrutural.

Neste contexto, a engenharia como ciéncia, busca continu-
amente a determina¢do do melhor custo-beneficio para uma
aplicacdo especifica, fazendo uso dos métodos numéricos, de
forma sistémica. Tais técnicas proporcionam uma analise pa-
ramétrica, o que possibilita testar diversas configuracdes para
uma estrutura, de forma, a aperfeicoar o projeto em questio.
Neste ambito, o viés numérico desempenha uma fungio di-
namizadora no tocante a determinar os valores maximos e
consequentemente assegurar os critérios pré-estabelecidos
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por normas técnica, que transitam de itens como a resisténcia
mecénica como até o conforto visual da estrutura.

Por fim, o uso dos métodos numeéricos na engenharia se
tornou um alicerce sdlido e essencial nas analises de fendme-
nos e comportamentos de sistemas estruturais. Logo, é impres-
cindivel que os profissionais e estudantes de engenharia bus-
quem um arcaboug¢o conceitual-matemdtico consistente, que
seja capaz de faculta-los a capacidade de interpretar e avaliar
assertivamente os dados e comportamentos intrinsecos aos
fendmenos fisicos, modelos matematicos correlatos e imple-

mentacido de técnicas numéricas de solucio.
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